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Tw. (Twierdzenie Baire'a)

Przeliczalna suma domkni¦tych zbiorów brzegowych w

przestrzeni metrycznej zupeªnej jest zbiorem brzegowym(
X przestrze« metryczna zupeªna

An ⊆ X domkni¦ty, ale Int(An) = ∅

)
=⇒ Int (

⋃∞
n=1 An) = ∅.

Prz. Przeliczaln¡ pl¡tanin¡ krzywych nie da si¦ wypeªni¢ powierzchni

Prz. Niech X = Q = {q1, q2, ...} z metryk¡ d(x , y) = |x − y | oraz
An = {qn}. Wtedy An domkni¦te, Int(An) = ∅, ale

⋃∞
n=1 An = Q. Czyli

Int(
⋃∞

n=1 An) = Int(Q) = Q 6= ∅. Dlaczego? (bo Q nie jest zupeªna!)

Uw. Poprzez dualno±¢ mi¦dzy zbiorami otwartymi i domkni¦tymi

Twierdzenie Baire'a mo»na równowa»nie sformuªowa¢ nast¦puj¡co:

Przeliczalny przekrój otwartych zbiorów g¦stych w przestrzeni

zupeªnej jest zbiorem g¦stym, tzn.(
X przestrze« metryczna zupeªna

Un ⊆ X otwarte i Un = X

)
=⇒

∞⋂
n=1

Un = X .
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Twierdzenie Banacha-Steinhausa

Niech X przestrze« Banacha, a Y przestrze« unormowana. Dla

dowolnej rodziny {Ti}i∈I ⊆ B(X ,Y ) operatorów ograniczonych

∀x∈X sup
i∈I
‖Tix‖ <∞ ⇐⇒ sup

i∈I
‖Ti‖ <∞. ⇐=

ªatwe

Czyli ∀x∈X rodzina {Tix}i∈I jest ograniczona w Y (punktowo)
⇐⇒ rodzina {Ti}i∈I jest ograniczona w B(X ,Y ) (jednostajnie).

Dowód: `=⇒' Zbiory An := {x ∈ X : supi∈I ‖Tix‖ ¬ n}, n ∈ N, s¡
domkni¦te, bo Ti s¡ ci¡gªe. Z zaªo»enia, X =

⋃∞
n=1 An. Zatem z Tw.

Baire'a istnieje n0 ∈ N, x0 ∈ X oraz ε > 0 takie, »e K (x0, ε) ⊆ An0 .

Dla x ∈ X , ‖x‖ = 1, oraz i ∈ I mamy

‖Tix‖ = 2
ε

∥∥Ti

(
ε
2x
)∥∥ = 2

ε

∥∥Ti

(
(x0 +

ε
2x)− x0

)∥∥
¬ 2
ε

∥∥Ti

(
x0 +

ε
2x
)∥∥+ 2

ε ‖Ti (x0)‖
{

x0 +
ε
2
x ∈ K(x0, ε) ⊆ An0

x0 ∈ K(x0, ε) ⊆ An0

}
¬ 2
εn0 +

2
εn0 =

4
εn0. St¡d supi∈I ‖Ti‖ ¬ 4

εn0 <∞. �
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Wn. Granica punktowa ci¡gu operatorów ograniczonych na
przestrzeni Banacha jest operatorem ograniczonym. Tzn. {Tn}∞n=1 ⊆ B(X ,Y )

X przestrze« Banacha
∀x∈X {Tnx}∞n=1 zbie»ny

 =⇒

(
T ∈ B(X ,Y ), gdzie
∀x∈X Tx := lim

n→∞
Tnx

)

Dowód: Je±li {Tnx}∞n=1 zbie»ny dla ka»dego x ∈ X , to kªad¡c
Tx := lim

n→∞
Tnx otrzymujemy operator liniowy, bo granica jest

operacj¡ liniow¡. Ponadto zbie»no±¢ ci¡gu {Tnx}∞n=1 implikuje
jego ograniczono±¢, dla ka»dego x ∈ X . Zatem na mocy
Twierdzenia Banacha-Steinhausa mamy supn∈N ‖Tn‖ <∞.

Ponadto

‖Tx‖ = limn→∞ ‖Tnx‖ ¬ supn∈N ‖Tnx‖ ¬ supn∈N ‖Tn‖ · ‖x‖.
Czyli T jest ograniczony oraz ‖T‖ ¬ supn∈N ‖Tn‖ <∞. �
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Def. Niech X przestrze« unormowana. Sªab¡ topologi¡ na X
nazywamy najsªabsz¡ topologi¡, przy której wszystkie funkcjonaªy z X ∗

s¡ ci¡gªe. Baz¡ tej topologii s¡ zbiory postaci

Uf1,...,fn,ε(x) := {y ∈ X : |fi (y)− fi (x)| < ε, 1 ¬ i ¬ n},

gdzie x ∈ X , f1, ..., fn ∈ X ∗, ε > 0.

Uw. Je»eli ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ X jest sªabo zbie»ny (czyli zbie»ny w

sªabej topologii) do x0 ∈ X , to piszemy xn
w−→ x0. Mamy

xn
w−→ x0 ⇐⇒ ∀f ∈X∗ f (xn) −→ f (x0).

Z Twierdzenia Hahna-Banacha wynika, »e granica sªabo zbie»nego

ci¡gu jest wyznaczona jednoznacznie � sªaba topologia speªnia warunek

Hausdor�a.

Uw. Topologia na X zadana przez norm¦ jest mocniejsza od topologii

sªabej (st¡d nazwa tej drugiej): xn
‖·‖−→ x0 =⇒ xn

w−→ x0.
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Prz. Je±li X = H przestrze« Hilberta, to na mocy Twierdzenia

Riesza-Frecheta ka»dy funkcjonaª f ∈ H∗ jest postaci f (x) = 〈x , y〉,
dla pewnego y ∈ H. Zatem dla ka»dego ci¡gu {xn}∞n=1 zachodzi

xn
w−→ x0 ⇐⇒ ∀y∈H 〈xn, y〉 −→ 〈x0, y〉.

Dla przykªadu, rozwa»my ukªad ortonormalny {en}∞n=1 ⊆ H. Wtedy

‖en − em‖2 = ‖en‖2 + 2Re〈en, em〉+ ‖em‖2 = 2, n 6= m.

Zatem {en}∞n=1 nie jest zbie»ny w normie. Jest zato sªabo zbie»ny:

en
w−→ 0.

Rzeczywi±cie, dla dowolnego y ∈ H, z nierówno±ci Bessela mamy∑∞
n=1 |〈ei , y〉|2 ¬ ‖y‖2. Skoro szereg

∑∞
n=1 |〈ei , y〉|2 jest zbie»ny, to

〈ei , y〉 → 0 = 〈0, y〉. Czyli en
w−→ 0.

Norma nie jest sªabo ci¡gªa, bo ‖0‖ = 0 < 1 = lim infn→∞ ‖en‖.

Tw1. Topologia sªaba=topologia normowa ⇐⇒ dim(X ) <∞.

Tw2. X jest re�eksywna ⇐⇒ {x ∈ X : ‖x‖ ¬ 1} sªabo zwarty.
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Stw. Ka»dy ci¡g sªabo zbie»ny jest ograniczony, tzn.

xn
w−→ x0 =⇒ {xn}∞n=1 ograniczony w normie.

Ponadto, ‖x0‖ ¬ lim inf
n→∞

‖xn‖ (norma jest sªabo póªci¡gªa z doªu).

Dowód: Ka»dy x ∈ X ⊆ X ∗∗ mo»emy traktowa¢ jako funkcjonaª i(x)
na przestrzeni X ∗, gdzie i(x)(f ) = f (x). Wtedy ‖i(x)‖ = ‖x‖ oraz

xn
w−→ x0 ⇐⇒ ∀f ∈X∗ i(xn)(f ) −→ i(x0)(f ).

Czyli sªaba zbie»no±¢ ci¡gu {xn}∞n=1 ⊆ X jest równowa»na zbie»no±ci

punktowej ci¡gu funkcjonaªów liniowych {i(xn)}∞n=1. Na mocy Tw.

Banacha-Steinhausa, ci¡g {i(xn)}∞n=1 ⊆ X ∗∗ jest ograniczony.

Na mocy Tw. Hahna-Banacha istnieje f ∈ X ∗ taki, »e ‖f ‖ = 1 oraz

f (x0) = ‖x0‖. St¡d i ze sªabej zbie»no±ci

‖x0‖ = f (x0) = lim
n→∞

f (xn) = lim inf
n→∞

f (xn)

¬ lim inf
n→∞

‖f ‖‖xn‖ = lim inf
n→∞

‖xn‖. �
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